
课前预读： 

《费曼物理学讲义》I ：Chpt.20 

《新概念物理教程：力学》：第四章 

Lecture 19, 20 刚体动能、角动量和角动量定理  

定轴转动的动能 

 对于一个刚体的定轴转动，刚体上任意一点的速度为 

𝑣𝑖 = 𝜔𝑟𝑖  

因此该刚体的总动能为 

𝑇 = ∑
1

2
𝑚𝑖𝑣𝑖

𝑖

= ∑
1

2
𝑚𝑖𝑟𝑖

2𝜔2

𝑖

=
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2
𝜔2 ∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖

2

𝑖

 

式子中的求和部分正是刚体的转动惯量𝐼，因此刚体定轴转动的动能为 

𝑇 =
1

2
𝐼𝜔2 

对比质点动能，我们又看到了相似性。 

动能定理 

 对于单质点而言，其动能为 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2 

对其微分得 

𝑑𝑇 = 𝑚�⃗� ⋅ 𝑑�⃗� = 𝑚�⃗� ⋅
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
𝑑𝑡 = 𝑚

𝑑�⃗�

𝑑𝑡
⋅ 𝑑𝑟 = �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 

这就是质点的动能定理，即力�⃗�所做的功为质点的动能增加。类似地，我们对刚

体定轴转动的动能微分后得 

𝑑𝑇 = 𝐼�⃗⃗⃗� ⋅ 𝑑�⃗⃗⃗� = 𝐼�⃗⃗⃗� ⋅
𝑑�⃗⃗⃗�

𝑑𝑡
𝑑𝑡 = 𝐼

𝑑�⃗⃗⃗�

𝑑𝑡
⋅ 𝑑�⃗� = 𝜏 ⋅ 𝑑�⃗� 

这说明力矩𝜏做功为𝜏 ⋅ 𝑑�⃗�，其做功的结果是动能的增加。这也可以作为刚体定轴

转动的动能定理。 

对比刚体定轴转动和质点运动的特性如下 

质点运动 刚体定轴转动 

速度 �⃗� =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 角速度 �⃗⃗⃗� =

𝑑�⃗⃗⃗�

𝑑𝑡
 

动量 𝑝 = 𝑚�⃗� 角动量 �⃗⃗� = 𝐼�⃗⃗⃗� 



动能 𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2 动能 𝑇 =

1

2
𝐼𝜔2 

动量定理 �⃗� =
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
 角动量定理 𝜏 =

𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
 

动能定理 𝑑𝑇 = �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 动能定理 𝑑𝑇 = 𝜏 ⋅ 𝑑�⃗�  

质点系的动能定理 

 对于一个多质点体系，其动能为 

𝑇 = ∑ 𝑇𝑖

𝑖

= ∑
1

2
𝑚𝑣𝑖

2

𝑖

 

类似之前的计算对它微分得 

𝑑𝑇 = ∑ �⃗�𝑖 ⋅ 𝑑𝑟𝑖

𝑖

 

每个质点上受到的力可以分成两类：一类是体系内质点间相互作用，称之为内力

�⃗�𝑖
(𝑖)
；另一类为环境给质点的力，称之外力�⃗�𝑖

(𝑒)
。例如一些带电粒子在重力场中

运动时，粒子间的电磁相互作用为内力，重力为外力。在这样的分类下上式可写

为 

𝑑𝑇 = ∑ �⃗�𝑖
(𝑖)

⋅ 𝑑𝑟𝑖

𝑖

+ ∑ �⃗�𝑖
(𝑒)

⋅ 𝑑𝑟𝑖

𝑖

 

由此我们得知一个质点体系的动能增加为内力做功和外力做功的和。 

质点系的动能 

 质点系中任意质点在某一惯性系中的坐标𝑟𝑖与质心系中的坐标之间有联系 

𝑟𝑖 = 𝑟𝑐 + 𝑟𝑖′ 

其中𝑟𝑖′为质点𝑖在质心系中的坐标，𝑟𝑐为质心在惯性系中的坐标。对其做时间微分

得速度关系 

�⃗�𝑖 = �⃗�𝑐 + �⃗�𝑖
′ 

其中�⃗�𝑖质点在惯性系中的速度，�⃗�𝑖
′为质点在质心系中的速度，�⃗�𝑐为质心在惯性系

中的速度。将之应用于质点系的动能则得 

𝑇 = ∑
1

2
𝑚𝑖(�⃗�𝑐 + �⃗�𝑖

′) ⋅ (�⃗�𝑐 + �⃗�𝑖
′)

𝑖

 



=
1

2
𝑀𝑣𝑐

2 + �⃗�𝑐 ⋅ ∑ 𝑚𝑖�⃗�𝑖′

𝑖

+ ∑
1

2
𝑚𝑖�⃗�𝑖

′2

𝑖

 

上式中间一项中的求和为质心系中的总动量，我们知道其为零，因此 

𝑇 =
1

2
𝑀𝑣𝑐

2 + ∑
1

2
𝑚𝑖�⃗�𝑖

′2

𝑖

 

现在我们得到了一个很好的结论。一个质点系的动能可以分解成两个部分，一是

将整个质点系看成一个点，整体运动的动能；另一是质点系内看到的动能，或者

说体系相对与质心运动的动能。这个关系称为 König Theorem。 

 将这个关系应用于刚体，可以将刚体的一般运动分解为质心的运动，和刚体关于质心的

转动。 

𝑇 =
1

2
𝑀𝑣𝑐

2 + 𝑇rotation 

比定轴转动复杂一些的一种运动称为平面平行运动，在这种运动中，刚体绕某一

转轴转动，但转轴会做方向不变的平行运动。当把转轴取到过质心的位置上时，

则可以得到 

𝑇 =
1

2
𝑀𝑣𝑐

2 +
1

2
𝐼𝑐𝜔2 

质点系角动量定理 

 对于质点系，体系总角动量为 

�⃗⃗� = ∑ 𝑟𝑖 × �⃗�𝑖

𝑖

 

对其做时间微分得 

𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
= ∑

𝑑𝑟𝑖

𝑑𝑡
× 𝑚�⃗�𝑖

𝑖

+ ∑ 𝑟𝑖 ×
𝑑

𝑑𝑡
�⃗�𝑖

𝑖

 

由于�⃗�𝑖 =
𝑑𝑟𝑖

𝑑𝑡
，上式右边第一项为零，利用牛顿方程可得 

𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
= ∑ 𝑟𝑖 × (�⃗�𝑖

(𝑒)
+ �⃗�𝑖

(𝑖)
)

𝑖

 

类似之前的分析，内力成对，且由牛顿第三定律知它们大小相同，方向相反。在

计算力矩的时候也是成对出现的。如对刚体内的两点 i、j，i 点坐标为𝑟𝑖，受到 j

对它的力�⃗�𝑖𝑗，j 点坐标为𝑟𝑗，受到 i 对它的力�⃗�𝑗𝑖，且�⃗�𝑖𝑗 = −�⃗�𝑗𝑖。这两个力产生的



力矩和为 

𝑟𝑖 × �⃗�𝑖𝑗 + 𝑟𝑗 × �⃗�𝑗𝑖 = 𝑟𝑖 × �⃗�𝑖𝑗 − 𝑟𝑗 × �⃗�𝑖𝑗 = (𝑟𝑖 − 𝑟𝑗) × �⃗�𝑖𝑗  

𝑟𝑖 − 𝑟𝑗为两点的相对坐标，而�⃗�𝑖𝑗是两点间的相互作用，它是与两点间的相对坐标

平行的，因此上式为零。因此体系的总力矩就是它受到的总外力矩。内力的力矩

都两两抵消了。 

∑ 𝑟𝑖 × �⃗�𝑖
(𝑖)

𝑖

= 0 

因此 

𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
= ∑ 𝑟𝑖 × �⃗�𝑖

(𝑒)

𝑖

= 𝜏𝑒𝑥𝑡 

这就是质点系的角动量定律，即总角动量的变化为合外力矩。 

 由于力矩和角动量都是有参照点的，通常会将参照点取到坐标原点，但有时

候为了方便也会取到其他点上去，例如取到某点 p 上，其坐标为𝑟𝑝，注意该点可

能不是静止的。于是有关系 

𝑟𝑖 = 𝑟𝑝 + 𝑟𝑖′ 

其中𝑟𝑖′为质点 i 相对于 p 点的坐标。定义相对于 p 点的角动量和力矩为 

�⃗⃗�𝑝 = ∑ 𝑟𝑖
′ × 𝑚𝑖�⃗�𝑖

𝑖

       𝜏 = ∑ 𝑟𝑖
′ × �⃗�𝑖

(𝑒)

i

  

则相对于坐标原点的动量和力矩可以写作 

�⃗⃗� = ∑(𝑟𝑝 + 𝑟𝑖′) × 𝑚𝑖�⃗�𝑖

𝑖

= 𝑟𝑝 × 𝑀�⃗�𝑐 + �⃗⃗�𝑝 

𝜏 = ∑(𝑟𝑝 + 𝑟𝑖′) × �⃗�𝐼
(𝑒)

𝑖

= 𝑟𝑝 × �⃗�(𝑒) + 𝜏𝑝 

对上面表示中的角动量做时间微商得 

𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
=

𝑑𝑟𝑝

𝑑𝑡
× 𝑀�⃗�𝑐 + 𝑟𝑝 × 𝑀

𝑑�⃗�𝑐

𝑑𝑡
+

𝑑�⃗⃗�𝑝

𝑑𝑡
 

利用关系 

𝑀
𝑑�⃗�𝑐

𝑑𝑡
= �⃗�(𝑒)         

𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
= 𝜏 

可得 



𝑑�⃗⃗�𝑝

𝑑𝑡
= −�⃗�𝑝 × 𝑀�⃗�𝑐 + 𝜏𝑝 

可以看到相对于 p 点的角动量定理和相对于坐标原点的角动量定理形式上并不

相同，多了右边的第一项。但是在两种情况可以将此项消掉。 

1. 当 p 点为质心时，�⃗�𝑝就是�⃗�𝑐，则 

𝑑�⃗⃗�𝑐

𝑑𝑡
= 𝜏𝑐  

2. 当 p 点速度为零时�⃗�𝑝 = 0 

𝑑�⃗⃗�𝑝

𝑑𝑡
= 𝜏𝑝 

对于这种情况也分为两种不同的情形，其一是取 p 点为静止点。其二是在每一个

时刻取一个瞬时速度为零的点，称之为瞬心。比如在轮子做纯滚动时，其与地面

的接触点的瞬时速度始终为零。 

【例】一绕质心的转动惯量为𝐼𝑐的均匀轮子沿斜面从静止纯滚动滑下。纯滚动是

指在滚动过程中轮子和斜面的接触点无相对运动。 

如图将 x 轴设为过轮子中心平行于斜面向下的方向。

可知轮子的动能为 

𝑇 =
1

2
𝑚�̇�2 +

1

2
𝐼𝑐𝜔2 

由纯滚动条件可知 

�̇� = 𝑟𝜔 

其中𝑟为轮子半径，则 

𝑇 =
1

2
(𝑚 +

𝐼𝑐

𝑟2
) �̇�2 

由机械能守恒得 

1

2
(𝑚 +

𝐼𝑐

𝑟2
) �̇�2 = 𝑚𝑔(𝑥 − 𝑥0) sin 𝜃 

𝑥0为初始位置。这就是要求的动力学方程。它是一个一阶微分方程。 

 另外也可以用角动量定理来解决这个问题。根据图示的受力分析，q 点为瞬

心，由平行轴定理相对于 q 点的转动惯量为 

𝐼𝑞 = 𝐼𝑐 + 𝑚𝑟2 

摩擦力和支撑力相对于 q 点都无力矩，重力相对于 q 点的力矩为 

𝜏𝑝 = 𝑚𝑔𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 



则运动方程为 

(𝐼𝑐 + 𝑚𝑟2)�̇� = 𝑚𝑔𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 

转换变量为 x，则得 

(𝐼𝑐 + 𝑚𝑟2)�̈� = 𝑚𝑔𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃 

此方程为二阶微分方程，将前面由机械能守恒得到的方程微分后即为此方程。 

 如果参照点不取在 q 点，而是取到质心上，情况又有不同。此时重力无力矩，

而摩擦力产生力矩 

𝜏𝑐 = 𝑓𝑟 

由角动量定理得 

𝐼𝑐ω̇ = 𝑓𝑟 

但是摩擦力的大小并不知道。为了得到摩擦力的大小，列出质心的运动方程为 

𝑚�̈� = 𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑓 

带入前式中得 

𝐼𝑐ω̇ = (𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑚�̈�)𝑟 

在利用关系�̇� = 𝑟𝜔，得到 

𝐼𝑐�̈� = (𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑚�̈�)𝑟2 

即 

(𝐼𝑐 + 𝑚𝑟2)�̈� = 𝑚𝑔𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃 

进一步计算质心沿斜面的加速度得 

�̈� =
𝑚𝑟2

𝐼𝑐 + 𝑚𝑟2
𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 

可以看到这也是一个匀加速过程，相对于一个滑块从斜面上滑下，加速度变小了，

差了一个比例系数
𝑚𝑟2

𝐼𝑐+𝑚𝑟2
，这是因为在轮子滚下的过程中，速度在增加，角速度

也在增加，因此重力势能的减少不仅用于整体下滑的动能，还有一部分用到相对

于质心转动的动能上去。从而整体加速变慢了。 

陀螺进动 

陀螺是高速转动的刚体，通常陀螺会做成轴对称的形状。高速转动的陀螺会

具有非常好的稳定性，将其放置在地面上不容易倾倒，即使推它一下，可能还具

备稳定性。但当它不动时并不具有这样的稳定性。 

比如如图所示的陀螺水平放置，其一个支点放在支架顶



端 O 点，松手后它会掉下去。这是因为重力�⃗⃗⃗�会相对于 O 点产生一个水平方向的

力矩𝜏 = 𝑟 × �⃗⃗⃗�，这个力矩会产生向下转动的角加速度（其矢量方向为水平）。于

是陀螺就掉下去了。 

当这个陀螺绕轴高速转动时，初始时会有一个很

大的角动量�⃗⃗�，方向在图示的 x 方向上。将轴放在支

点上松手后，此时的重力矩𝜏与角动量垂直，其作用

是使得角动量在时间 dt 内在水平方向偏转𝑑𝜙，也就

是说转轴偏转，但其仍在水平平面内。因此重力的

持续作用并不是使得陀螺倾倒，而是使得其转轴方

向在水平方向上转动。 

              

三维转动角速度和速度间的关系 

 在非定轴转动的情况下，刚体的转轴可能会随着时间变化而发生变化。

假设在某个瞬间，其轴为 OM，则刚体上某点 P 在 dt 时间内是绕 OM 轴做圆周

运动，Δ𝑡后其位置为𝑟 + Δ𝑟，其轨迹为在垂直于 OM 平面内的圆弧，张角为Δ𝜙，

若定义矢量Δ�⃗⃗�大小为Δ𝜙，方向按右手规则沿 OM 方向。则 

Δ𝑟 = Δ�⃗⃗� × 𝑟 

因此速度关系为 

Δ𝑟

Δ𝑡
=

Δ�⃗⃗�

Δ𝑡
× 𝑟 

定义角速度矢量为 

ω⃗⃗⃗ = lim
Δ𝑡→0

Δ�⃗⃗�

Δ𝑡
 

则 



�⃗� = �⃗⃗⃗� × 𝑟  

刚体绕不同点转动的角速度 

在之前的轮子下滑的例题中，当取参照点为轮子和斜面的接触点以及取参照

点为轮心时用的角速度是一样的。这样的做法是否正确呢？或者说当取不同参照

点时刚体的转动角速度之间有什么样的关系？ 

如图所示，假设刚体绕刚体上𝑎点转动的角速度为�⃗⃗⃗�，

而绕刚体上𝑎′点转动的角速度为�⃗⃗⃗�’。对于刚体上任意一

点 p，其速度可以写成相对于𝑎点的转动速度和𝑎点的速

度的叠加 

�⃗�𝑝 = �⃗�𝑎 + �⃗⃗⃗� × 𝑟 

类似的又可以写成 

�⃗�𝑝 = �⃗�𝑎’ + �⃗⃗⃗�‘ × 𝑟’ 

而𝑎′点的速度也可以写成它相对于𝑎点的转动速度和𝑎点的速度的叠加 

�⃗�𝑎′ = �⃗�𝑎 + �⃗⃗⃗� × 𝑟𝑎𝑎′ 

而 

𝑟𝑎𝑎′ = 𝑟 − 𝑟′ 

则 

   �⃗�𝑝 = �⃗�𝑎 + �⃗⃗⃗� × 𝑟𝑎𝑎′ + �⃗⃗⃗�‘ × 𝑟′ 

 = �⃗�𝑎 + �⃗⃗⃗� × (𝑟 − 𝑟′) + �⃗⃗⃗�‘ × 𝑟′ 

   = �⃗�𝑎 + �⃗⃗⃗� × 𝑟 + (�⃗⃗⃗�′ − �⃗⃗⃗�) × 𝑟′ 

= �⃗�𝑝 + (�⃗⃗⃗�′ − �⃗⃗⃗�) × 𝑟′ 

因此可以得到 

(�⃗⃗⃗�′ − �⃗⃗⃗�) × 𝑟′ = 0 

由于 p 点是任意取的，要满足上式只有 

�⃗⃗⃗�′ = �⃗⃗⃗� 

也就是说刚体绕刚体上任意一点的角速度是相同的。实际上这样的参照点不必须

在刚体上，只要跟着刚体一起同步运动即可。 

质心系中的角动量定理 

前面说过我们经常会在质心系中处理问题，而质心系有可能不是惯性系，那



么对于角动量定理会不会有影响呢? 

由前可知在实验室参照系中相对于质心的角动量为 

�⃗⃗�𝑐 = ∑ 𝑟𝑖
′ × 𝑚𝑖�⃗�𝑖

𝑖

 

其中𝑟𝑖
′为质点 i 相对于质心的坐标，而�⃗�𝑖为在实验室参照系中看到的质点 i 的速

度。在质心系中相对于质心的角动量为 

�⃗⃗�𝑐
′ = ∑ 𝑟𝑖

′ × 𝑚𝑖�⃗�𝑖
′

𝑖

 

其中�⃗�𝑖
′为质心系中看到质点 i 的速度， 

�⃗�𝑖 = �⃗�𝑐 + �⃗�𝑖
′ 

�⃗�𝑐为实验室参照系中看到的质心速度。注意这两个角动量式子的区别。接下来可

以用实验室参照系中的角动量定理推导质心系中的角动量定理 

�⃗⃗�𝑐 = ∑ 𝑟𝑖
′ × 𝑚𝑖(�⃗�𝑐 + �⃗�𝑖

′)

𝑖

= (∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖
′

𝑖

) × �⃗�𝑐 + �⃗⃗�𝑐
′  

上式右边第一项里的括号部分就是在质心系中求质心的位置，等于零。因此实验

室参照系中看到的体系相对于质心的总角动量和质心系中看到的体系相对于质

心的总角动量是相同的 

�⃗⃗�𝑐 = �⃗⃗�𝑐
′  

质心系中的力矩为 

𝜏′ = ∑ 𝑟𝑖
′ × �⃗�𝑖

(𝑒)

𝑖

= 𝜏𝑐 

实验室参照系中看到的体系相对于质心的总力矩和质心系里看到的相对于质心

的力矩也是相同的。之前已经知道 

𝑑�⃗⃗�𝑐

𝑑𝑡
= 𝜏𝑐 

因此在质心系中看到的角动量定理和在实验室参照系中看到的是一样的 

𝑑�⃗⃗�𝑐
′

𝑑𝑡
= 𝜏𝑐

′  

角动量守恒与对称性 

 当质点系受到的合外力矩为零时体系的总角动量是守恒的 



𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
= 0 

和之前的能量守恒和动量守恒类似，角动量守恒也是和体系的对称性相关的，这

里的对称性称为各向同性，意思是物理规律是与方向无关的。 


